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Mode´lisation mathe´matique en Me´canique du Contact
Mircea Sofonea
Re´sume´. Dans ce travail nous pre´sentons quelques conside´rations sur la mode´lisation et l’ana-
lyse variationnelle des mode`les mathe´matiques de´crivant le contact entre un corps de´formable
et un obstacle. Nous exemplifions ces propos a` travers l’e´tude d’un proble`me e´lasto-visco-
plastique avec compliance normale et frottement de Coulomb.
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1. Introduction
Les phe´nome`nes de contact impliquant des corps de´formables abondent en industrie
et dans la vie de tous les jours. Le contact du piston avec la chemise, de la roue avec
le rail et d’une chaussure avec le sol ne repre´sentent que trois exemples parmi bien
d’autres. Compte tenu du fait que ces phe´nome`nes jouent un roˆle important dans les
structures et les syste`mes me´caniques, ils ont e´te´ intensivement e´tudie´s depuis longue
date et la litte´rature relevant des Sciences de l’Inge´nieur qui leur est de´die´e est assez
riche.
La litte´rature mathe´matique de´die´e a` l’e´tude des phe´nome`nes de contact est plus
recente. La raison re´side dans le fait que, accompagne´s de phe´nome`nes physiques et
de surface complexes, les processus de contact sont mode´lise´s par des proble`mes aux
limites non line´aires, tre`s difficiles. L’une des premie`res publications mathe´matiques
concernant ce sujet est celle de Signorini [12], ou` le proble`me de contact unilate´ral
entre un corps line´airement e´lastique et une fondation rigide est formule´. Il s’ensuit
le travail de Fichera [4] ou` le proble`me de Signorini a e´te´ re´solu, en utilisant des
arguments des ine´quations variationnelles de type elliptique. Ceci e´tant dit, on peut
affirmer sans nous tromper que l’e´tude mathe´matique des proble`mes de contact com-
mence avec la monographie de Duvaut et Lions [3], qui a le me´rite de pre´senter la for-
mulation variationnelle de plusieurs proble`mes de contact, accompagne´e de re´sultats
d’existence et d’unicite´ de la solution. D’autres re´fe´rences incontournables sont les
livres de Panagiotopoulous [9], Kikuchi et Oden [7], Hlava´cˇek, Haslinger, Necˇas et
Lov´ıˇsek [6], dans les deux dernie`res l’analyse nume´rique de quelques proble`mes de
contact e´tant pre´sente´e. Loin de faire une e´nume´ration comple`te, nous citons aussi les
ouvrages e´dite´s de Raous, Jean et Moreau [10] et Martins et Monteriro Marques [8],
qui pre´sentent l’e´tat de l’art dans le domaine.
Une e´tude comple`te des phe´nome`nes de contact comprend ge´ne´ralement les e´tapes
suivantes : la mode´lisation, l’analyse variationnelle et nume´rique des mode`les et la
mise en oeuvre nume´rique. Analysons brie`vement l’objectif de chacune de ces e´tapes.
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La mode´lisation est une e´tape pluridisciplinaire ; elle comprend l’ensemble des
hypothe`ses de nature me´canique, thermodynamique et tribologique prises en con-
side´ration dans la description d’un phe´nome`ne de contact. A l’issue de cette e´tape
on associe a` tout processus de contact un mode`le mathe´matique, repre´sente´ par un
syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles associe´ aux conditions aux limites et
e´ventuellement aux conditions initiales, de´crivant le processus en question.
L’analyse variationnelle des mode`les a pour but de pre´ciser la consistence des
mode`les pour le contact ; elle comprend la de´rivation de la formulation faible des
mode`les ainsi que des re´sultats d’existence et e´ventuellement d’unicite´ de la solu-
tion ; son objectif est aussi celui d’e´tudier des proprie´tes lie´es au comportement de la
solution (re´gularite´, stabilite´, comportement assymptotique).
L’analyse nume´rique des mode`les est destine´e a` l’e´tude des sche´mas semi-discre´tise´s
et totalement discre´tise´s associe´s aux formulations faibles de´rive´es a` l’e´tape pre´ce´dente ;
on y e´tablit des re´sultats d’existence et d’unicite´ des solutions discre`tes, suivis de
re´sultats d’estimation de l’erreur et de convergence des solutions discre`tes vers la
solution du proble`me continu.
Enfin, la mise en oeuvre nume´rique a pour but d’obtenir des simulations nume´riques
associe´es aux sche´mas discre´tise´s ; le bien fonde´ des strate´gies choisies dans cette e´tape
est garanti par les re´sultats de convergence de´rive´s a` l’e´tape pre´cedente. Compare´s
aux essais test, les re´sultats nume´riques permettent de ve´rifier la fiabilite´ des mode`les
mathe´matiques utilise´s dans la description du contact.
Dans cet article nous allons pre´senter quelques conside´rations sur les deux premie`res
e´tapes ci-dessus, la mode´lisation et l’analyse variationnelle des mode`les, que nous al-
lons illustrer a` travers un exemple concret, mode´lisant le contact frottant d’un corps
e´lasto-visco-plastique avec une fondation. Enfin, nous terminons avec quelques conclu-
sions sur le roˆle des Mathe´matiques Applique´es en Me´canique du Contact.
2. Mode´lisation du contact
Tel qu’il a e´te´ de´ja` e´voque´ ci-dessus, la mode´lisation d’un phe´nome`ne de contact
est de´termine´e par l’ensemble des hypothe`ses prises en conside´ration dans sa descrip-
tion. Ces hypothe`ses peuvent influencer ou bien la forme et la structure du syste`me
d’e´quations aux de´rive´es partielles, ou bien les conditions aux limites du mode´le
mathe´matique associe´.
Parmi les hypothe`ses qui influencent le syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles
citons les hypothe`ses portant sur la ge´ome´trie de la de´formation (qui conduisent a`
des processus en grandes ou en petites de´formations), les hypothe`ses portant sur le
processus me´canique (qui peut eˆtre dynamique, quasistatique ou statique), ainsi que
les hypothe`ses portant sur le comportement du mate´riau (qui peut-eˆtre e´lastique,
viscoe´lastique, viscoplastique ou autre). A part ceci, les e´quations du mode`le peuvent
eˆtre influence´es par la conside´ration de diffe´rents phe´nome`nes additionnels (effets
thermiques, pie´zoe´lectriques) ou bien par la conside´ration de diffe´rentes ge´ome´tries
particulie`res (plaques, coques, poutres).
Les conditions aux limites sur la surface de contact sont de´crites a` la fois en di-
rection de la normale et dans le plan tangent, ces dernie`res e´tant appele´es conditions
de frottement. En direction de la normale nous pouvons distinguer le contact uni-
late´ral (lorsque l’obstacle est rigide), bilate´ral (lorsqu’il n’y a pas de se´paration entre
le corps et l’obstacle), de compliance normale (lorsque l’obstacle est de´formable) ou
bien de re´ponse normale instantane´e (lorsque la surface de contact est lubrifie´e). A
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part le cas limite lorsque la contrainte tangentielle est nulle (le cas sans frottement),
le frottement peut eˆtre a` seuil (quand le glissement se produit que lorsque la force de
frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque le glissement se produit
pour n’importe quelle force de frottement). Parmi les lois de frottement a` seuil, les
plus utilise´es dans la litte´rature sont celles de Coulomb et de Tresca ; elles mode´lisent
un frottement sec, alors que les lois de frottement sans seuil mode´lisent un frottement
lubrifie´.
Les conditions aux limites sont aussi influence´es par la prise en conside´ration des
diffe´rents phe´nome`nes sous-jacents qui accompagnent le contact avec frottement :
l’adhe´rence, l’usure, les effets thermiques. Par ailleurs, meˆme si on ne´glige ces phe´no-
me`nes et on se limite au contact frottant avec seuil, la de´pendance du seuil de frot-
tement par rapport au glissement ou a` la vitesse de glissement peut eˆtre envisage´e,
influenc¸ant ainsi les conditions aux limites du mode`le mathe´matique conside´re´.
Vu les commentaires ci-dessus, nous concluons qu’il y a une grande varie´te´ d’hypo-
the`ses a` prendre en conside´ration lors de la mode´lisation des phe´nome`nes de contact.
Par ailleurs, la prise en compte des diffe´rentes conditions de contact et de frottement
associe´es a` des lois de comportement de plus en plus complexes conduit a` des mode`les
mathe´matiques nouveaux et non standards, tels que nous allons voir dans les deux
sections suivantes.
3. Analyse variationnelle des mode`les
En ge´ne´ral, le syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles associe´ aux conditions
aux limites et aux conditions initiales obtenu a` l’e´tape de mode´lisation n’admet pas
de solution classique. La raison re´side principalement dans les non line´arite´s prises
en conside´ration dans la description du contact. Pour palier cette difficulte´ et dans le
but de donner un sens au mode`le mathe´matique obtenu, on est oblige´ a` passer par la
formulation faible ou variationnelle du mode`le. Obtenue a` l’aide de la formule de Green
d’inte´gration par partie, cette formulation a l’avantage de prendre en conside´ration
d’une manie`re intrinse`que les frontie`res libres et les diffe´rentes conditions aux limites,
et bien souvent elle conduit a` des ine´quations variationnelles.
A titre d’exemple, dans cette section nous nous limitons a` passer en revue les
diffe´rents types d’ine´quations variationnelles repre´sentant la formulation faible de
quelques proble`mes de contact pour des mate´riaux e´lastiques line´aires, dans le cas
statique ou quasistatique. Partout ci-dessous (V, (·, ·)V ) repre´sente un espace de Hil-
bert re´el associe´ au champ des de´placements u, a est une forme biline´aire sur V
associe´e aux coefficients e´lastiques, alors que f de´crit l’action des efforts exte´rieurs
(les forces applique´es de volume et de surface).
Le proble`me d’e´quilibre d’un corps e´lastique en contact sans frottement avec un
obstacle rigide conduit a` une ine´quation variationnelle elliptique de premie`re espe`ce
de la forme
u ∈ U, a(u,v − u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ U, (1)
ou` U est un convexe ferme´ non vide de V repre´sentant l’ensemble des de´placements
admissibles au proble`me et f ∈ V . Si on suppose maintenant que le contact est
maintenu tout au long du processus et qu’il est associe´ a` la loi statique de frottement
de Tresca, on arrive a` une ine´quation variationnelle de deuxie`me espe`ce de la forme
u ∈ V, a(u,v − u) + j(v)− j(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V, (2)
ou` j : V → IR est une fonctionnelle convexe et semicontinue infe´rieurement, de´crivant
le frottement. En conside´rant maintenant un contact avec compliance normale et
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frottement statique de Coulomb on arrive a` une formulation variationnelle de la forme
u ∈ V, a(u,v − u) + j(u,v)− j(u,u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V, (3)
ou` j : V × V → IR. La nouveaute´ consiste ici dans la de´pendance de la fonctionnelle
j de la solution du proble`me, ce qui conduit a` une ine´quation quasivariationnelle de
type elliptique.
Le cas quasistatique est plus de´licat ; il se caracte´rise par la pre´sence de la de´rive´e
temporelle de la solution, note´e u˙, ce qui conduit a` imposer une valeur initiale pour le
champ des de´placements. Par exemple, la version quasistatique du mode`le (2) consiste
a` trouver u : [0, T ] → V tel que u(0) = u0 et
a(u,v − u˙) + j(v)− j(u˙) ≥ (f ,v − u˙)V ∀v ∈ V, (4)
alors que la version quasistatique de (3) consiste a` trouver u : [0, T ] → V tel que
u(0) = u0 et
a(u,v − u˙) + j(u,v)− j(u, u˙) ≥ (f ,v − u˙)V ∀v ∈ V. (5)
Les ine´galite´s (4) et (5) ont lieu presque partout dans l’intervalle de temps (0, T ) ou`
T > 0 ; par ailleurs, u0 repre´sente le de´placement initial et f est une fonction de´finie
de [0, T ] a` valeurs dans V .
Une fois la formulation variationnelle des mode`les de´rive´e, on s’interesse aux re´sul-
tats d’existence et d’unicite´ de la solution. Ces re´sultats constituent des re´sultats
d’existence et d’unicite´ de la solution faible pour les proble`mes de contact conside´res.
Ils sont souvent suivis de re´sultats de re´gularite´, de stabilite´ ou de comportement
assymptotique de la solution. En se limitant aux exemples de contact e´lastique ci-
dessous, on voit qu’il existe un lien fort entre l’analyse des mode`les (1)–(5) et la
the´orie des ine´quations variationnelles elliptiques et d’e´volution.
Pour plus de de´tails sur l’analyse variationnelle des mode`les statiques (1), (2) et
(3) ci-dessus nous renvoyons le lecteur inte´resse´ aux travaux [2, 3, 9] ; par ailleurs, des
re´sultats d’existence et d’unicite´ de la solution pour des mode`les quasistatiques de la
forme (4) et (5) peuvent eˆtre trouve´s dans [5, 11].
4. Un exemple
Dans le but d’illustrer les conside´rations ge´ne´rales expose´es dans les deux sections
pre´cedentes, nous pre´sentons ici un exemple de´crivant un processus de contact dans
l’hypothe`se des petites de´formations. Partout dans la suite Sd represente l’espace des
tenseurs symme´triques d’ordre deux sur Rd alors que “·” et ‖ · ‖ denotent respecti-
vement le produit scalaire et la norme sur Rd et Sd. Par ailleurs, nous utilisons les
notations standards pour les espaces de Lebesgue Lp et les espaces de Sobolev W k,p
pour des fonctions a` valeurs scalaires ou vectorielles.
Le contexte physique est le suivant : on conside`re un corps e´lasto-visco-plastique
occupant un ouvert Ω ⊂ Rd (d = 2, 3), de frontie`re Γ, suffisamment re´gulie`re, divise´e
en trois parties disjointes et mesurables Γ1, Γ2 et Γ3, telles que mes(Γ1) > 0. Soit
ν le vecteur unitaire de la normale sortante a` Γ et soit [0, T ] un intervalle de temps,
T > 0. Le corps est suppose´ fixe´ sur la partie Γ1 de sa frontie`re alors que des forces
volumiques et surfaciques de densite´s f0 et f2 agissent respectivement dans Ω et
sur Γ2. Sur Γ3 le corps est susceptible d’entrer en contact avec un obstacle, ladite
fondation ; le contact est avec compliance normale et frottement et le processus est
quasistatique. Sous ces hypothe`ses, le proble`me me´canique conside´re´ se formule de la
fac¸on suivante :
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Proble`me P . Trouver un champ des de´placements u : Ω× [0, T ] → Rd ainsi qu’un
champ des contraintes σ : Ω× [0, T ] → Sd tels que :
σ˙ = Eε(u˙) + G(σ, ε(u)) dans Ω× (0, T ), (6)
Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (7)
u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (8)
σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (9)
−σν = pν(uν − ga) sur Γ2 × (0, T ), (10)
‖στ‖ ≤ pτ (uν − ga),
‖στ‖ < pτ (uν − ga) ⇒ u˙τ = 0,
‖στ‖ = pτ (uν − ga) ⇒ στ = −λ u˙τ , λ ≥ 0
⎫⎬
⎭ sur Γ3 × (0, T ), (11)
u(0) = u0, σ(0) = σ0 dans Ω. (12)
L’e´quation (6) repre´sente la loi de comportement du mate´riau ou` ε(u) de´note le
champ des de´formations line´arise´, E = (Eijkh) est le tenseur des coefficients e´lastiques
et G est une fonction constitutive non line´aire. Ici et partout dans ce travail le point
au-dessus repre´sente la de´rive´e par rapport au temps. L’e´quation (7) est l’e´quation
d’e´quilibre, (8) et (9) sont les conditions aux limites de de´placement-traction et (12)
sont les conditions initiales. Les conditions aux limites (10) et (11) repre´sentent les
conditions de contact avec compliance normale et frottement de Coulomb, voir [5] pour
plus de de´tails. Ici uν = u · ν est le de´placement normal, uτ = u− uνν repre´sente le
de´placement tangentiel, σν = (σν) · ν est la contrainte normale et στ = σν − σνν
est la contrainte tangentielle. Les fonctions pr (r = ν, τ) sont des fonctions positives
et ga repre´sente l’interstice initial entre le corps et la fondation, mesure´ le long de la
normale ν.
Afin de pre´senter la formulation variationelle du proble`me P nous introduisons les
espaces
V = {v ∈ H1(Ω)d | v = 0 sur Γ1},
Q = {σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d }.
L’espace Q est un espace de Hilbert re´el muni du produit scalaire canonique (·, ·)Q ;
l’espace V sera muni du produit scalaire (u,v)V (ε(u), ε(v)Q ; il est un espace de
Hilbert re´el, compte tenu de l’ine´galite´ de Korn.
Dans l’e´tude du proble`me P nous supposons que :⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
(a) E : Ω× Sd → Sd.
(b) Eijkl ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d.
(c) Eσ · τ = σ · Eτ , ∀σ, τ ∈ Sd, p.p. dans Ω.
(d) Il existe α0 > 0 tel que
Eτ · τ ≥ α0‖τ‖2 ∀ τ ∈ Sd, p.p. dans Ω.
(13)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(a) G : Ω× Sd × Sd → Sd.
(b) Il existe LG > 0 tel que
‖G(x,σ1, ε1)− G(x,σ2, ε2)‖ ≤ LG (‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖)
∀σ1,σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) x 
→ G(x,σ, ε) est mesurable dans Ω, ∀σ, ε ∈ Sd.
(d) x 
→ G(x,0,0) ∈ Q.
(14)
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(15)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
(a) pr : Γ3 × R→ R+.
(b) Il existe Lr > 0 tel que |pr(x, s1)− pr(x, s2)| ≤ Lr |s1 − s2|
∀ s1, s2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(c) x 
→ pr(x, s) est mesurable sur Γ3, ∀ s ∈ R.
(d) x 
→ pr(x, s) = 0 pour s ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.
(16)
f0 ∈ W 1,∞(0, T ;H), f2 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ2)d), (17)
ga ∈ L2(Γ3), ga ≥ 0 p.p. sur Γ3, (18)
u0 ∈ V, σ0 ∈ Q, (19)
(σ0, ε(v))Q + j(u0,v) ≥ (f(0),v)V ∀v ∈ V, (20)
ou` j : V × V → R et f : [0, T ] → V sont les applications de´finies par
j(u,v) =
∫
Γ3
pν(uν − ga) vν da +
∫
Γ3
pτ (uν − ga) ‖vτ‖ da,
(f(t),v)V =
∫
Ω
f0(t) · v dx +
∫
Γ2
f2(t) · v da,
pour tout u, v ∈ V et t ∈ [0, T ].
En utilisant la formule de Green, on obtient la formulation variationnelle du proble`me
me´canique P :
Proble`me Pv. Trouver le champ des de´placements u : [0, T ] → V et le champ des
contraintes σ : [0, T ] → Q tels que :
σ˙(t) = Eε(u˙(t)) + G(σ(t), ε(u(t))) p.p. t ∈ (0, T ), (21)
(σ(t), ε(v)− ε(u˙(t)))Q + j(u(t),v)− j(u(t), u˙(t))
≥ (f(t),v − u˙(t))V ∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ), (22)
u(0) = u0, σ(0) = σ0. (23)
Remarquons que dans cette formulation l’e´quation (7) ainsi que les conditions
aux limites (8)–(11) sont remplace´es par l’ine´quation (22) ; cette ine´quation contient
d’une manie`re intrinse`que les informations locales fournies par (7)–(11). Par ailleurs,
du point de vue mathe´matique le Proble`me Pv repre´sente un syste`me non line´aire
couplant l’e´quation diffe´rentielle (21) a` l’ine´quation variationnelle d’e´volution (22),
associe´ aux conditions initiales (23). Les difficulte´s majeures rencontre´es dans la
re´solution de ce syste`me re´sident dans la nonline´arite´ de la fonction G ainsi que dans
la de´pendence de la fonctionnelle j de la solution du proble`me.
Dans l’e´tude du proble`me variationnel (21)–(23) nous avons le re´sultat suivant,
obtenu re´cemment dans [1].
The´ore`me 4.1. Sous les hypothe`ses (13)–(20), il existe L0 > 0 dependant de Ω, Γ1,
Γ3, E, G et T tel que, si Lν + Lτ < L0, alors le proble`me Pv admet au moins une
solution de re´gularite´ u ∈ W 1,∞(0, T ;V ), σ ∈ W 1,∞(0, T ;Q).
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La de´monstration du The´ore`me 4.1 est obtenue en plusieurs e´tapes. Elle repose
sur une me´thode de discre´tisation temporelle pour les ine´quations variationnelles
d’e´volution, suivie des arguments de point fixe de Banach et de Schauder.
Nous soulignons que le The´ore`me 4.1 nous fournit l’existence de la solution du
Proble`me Pv sous une hypothe`se de petitesse concernant les fonctions de compliance
normale, le proble`me de l’unicite´ de la solution e´tant laisse´ ouvert. Par ailleurs, on
peut se demander si l’hypothe`se de petitesse Lν +Lτ < L0 traduit une caracte´ristique
intrinse`que du proble`me me´canique ou bien elle ne repre´sente qu’une limitation im-
pose´e par les outils mathe´matiques employe´s.
Un couple {u,σ} satisfaisant aux relations (21)–(23) s’appelle solution faible du
proble`me me´canique (6)–(12). Nous concluons par le The´ore`me 4.1 que le Proble`me
P admet une solution faible si la somme Lν + Lτ est suffisemment petite.
5. Conclusions
Les conside´rations pre´sente´es dans cet article comple´te´es par les arguments de´ve´lop-
pe´s dans les ouvrages [5] et [11] nous ame`nent a` quelques conclusions que nous allons
structurer de la fac¸on suivante :
– Les phe´nome`nes de contact sont varie´s, fortement non line´aires et complexes.
A part le frottement (qui reste l’inge´dient principal), ils incluent une gamme
tre`s varie´e de phe´nome`nes sous-jacents comme l’usure, l’adhe´sion, les effets ther-
miques, parmi bien d’autres.
– Une e´tude comple`te des phe´nome`nes de contact implique des compe´tences varie´es,
allant de la me´canique au calcul scientifique, en passant par l’analyse fonction-
nelle, l’analyse nume´rique et la thermodynamique, sans oublier la tribologie.
– Des progre`s importants ont e´te´ faits re´cemment et, comme re´sultat, une nou-
velle discipline est ne´e : La The´orie Mathe´matique de la Me´canique du Contact
(TMMC). Partie inte´grante des Mathe´matiques Applique´es, l’objectif de la
TMMC est de pre´senter une description claire et pre´cise des proble`mes aux li-
mites mode´lisant le contact entre corps de´formables ainsi que de re´aliser leur
analyse variationnelle et nume´rique.
– Situe´e au carrefour de plusieurs disciplines scientifiques, la caracte´ristique prin-
cipale de la TMMC est la fertilisation croise´e entre les mode`les me´caniques
et les applications dans les Sciences de l’Inge´nieur, d’une part, et l’analyse
mathe´matique et nume´rique, d’autre part.
– Bien que des progre`s importants ont e´te´ faits, la TMMC est riche en proble`mes
ouverts qui doivent eˆtre conside´re´s dans l’avenir.
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